Capitulo 7
DIAGONALIZACAO (Matrizes Quadradas)

Definicao:
Sejam A e B duas matrizes de ordem n. Dizemos que A é semelhante a

B, se existe uma matriz invertivel P, de ordem n, tal que

P1AP = B.

Observacao:
Se A é semelhante a B, existe P invertivel tal que P~1AP = B. Mas

entdo, PBP~1 = A e podemos dizer que B é semelhante a A. Muitas
vezes diz-se, simplesmente que A e B sao semelhantes.

Exemplo:
. 1 -1 3 -1 .
As matrizes A = [ 13 ]eB: [ 11 ]sao semelhantes,
porque a matriz
1 2
P:[o 1}
é invertivel e
_1 B 1 -2 1 -1 1 2 B
ae=o L T [0 ]

Teorema:

Sejam A e B duas matrizes de ordem n. A e B sao semelhantes se, e sé
se, existem bases em relacao as quais as matrizes representam a mesma
aplicacao linear.



Proposicao:
Matrizes semelhantes tém
1. 0 mesmo determinante.
2. 0 mesmo polinémio caracteristico e portanto os mesmos valores
proprios com as mesmas multiplicidades algébricas.

Definicao:

A diz-se diagonalizavel se A é semelhante a uma matriz
diagonal, isto é, se existe uma matriz P invertivel tal que

~

com D uma matriz diagonal. PAP =D
Matriz digonalizante

A= P ipP,

Proposicao:

Se A € uma matriz diagonalizavel e P € uma sua matriz
diagonalizante, isto €,

P~1DP = A
com ] )
dy 0
D = ;
0 . dy |
entao
1. cada d;, i =1{1,...,n}, é um valor proprio de A.

2. a matriz P~ tem como suas colunas, n vectores préprios de A,
linearmente independentes, cada um deles associado,respectivamente,

adl,...,dn.




Dem:
Temos P 1DP = A, ou seja, AP-1— p-1p.
Seja C; a primeira coluna de P! (nao nula pois P! & invertivel).
Como a primeira coluna de P~1D é d;C;, entio,

AC = d, (G,
ou seja, C; € um vector proprio de A associado ao valor préprio d;.
O mesmo acontece com as outras colunas de P~ 1.

Definicao:
Seja A uma matriz de ordem n e v um valor préprio de A,
chamamos multiplicidade geométrica de o, —> mg(«)

a dimensao do subespaco proprio associado ao valor préprio «,
isto €,

mg(a) = dim M,

Proposicao:

Sejam A uma matriz de ordem n e o« um valor proprio de A. Entao,

1 < mg(a) < ma(a).

Proposicao:

Se vi.....vy sao vectores proprios de A associados aos valores proprios
distintos aq, . .. ay, entao o conjunto {vi,..., vy} € linearmente
independente.

Teorema:

Seja A uma matriz de ordem n. A é diagonalizavel se, e so se, a soma das
multiplicidades geométricas dos valores proprios de A € n.




Exemplo:

0 0 -2
A=1(1 2 1 é diagonalizavel 2
1 0 3 |

Qual a matriz diagonalizante 7

1. Calculemos os valores préoprios de A:

A 0 2

det(As3—A)=| -1 A=2 -1 | =
-1 0 A-3

= AA=2)(A=3)+2(A=2)= (A —2)(\> =31 +2)
= (A —2)%(\—1).

Entao 2 e 1 sao os valores proprios de A e
ma(2) = 2, ma(l) = 1.

M5
2. Determinem-se os subespacos proprios de A.<:
My
R 0
*My, ={(x.y.z2) eR*:(2—-A) | vy | =] 0 |}
- Z — b 0 —
2 0 2 — [ 2 0 2]
23 —A=1] -1 0 -1 bh—(h+1h) 0 0 O
| -1 0 —1 | h—(k+ih) 0 0 0




/

My ={(x.y,z) ER®: x = —z} = {(-1,0,1),(0,1,0)).
Ora,

{(—1,0,1),(0,1,0)} é linearmente independente, pois

—1 0
r ( 0 11) =2
- 10_
logo — — 1
- 0"
o My ={(x,y.2)eER*: (L—-A) |y | =101}
Z 0

1 0 2 — 0
1

I 1
Lh—A=| -1 -1 -1 h— (h+1h) 0 —
-1 0 =2 k—=(h+h) | 0O O | ;

My ={(x,y,z) eR?®: x =2z, y=1z}={(-211)).

O = M

Como (—2.1.1) £ (0.0.0) entao ¢ linearmente independente,

logo mg(l)=1¢€ {(—-2,1,1)} é uma base de M;.

Resposta: Como mg(2) + mg(l) = 3 = ordem A
entdo A e
diagonalizavel.



3. Finalmente determine-se a matriz diagonalizante de A

P=? talque A=P 'DP
Ora, M, =((—1,0,1),(0,1,0))
A/A/Ml — {.(_2: 1:' 1)1’
p-1 _01 2 _12 (matriz formada pelos
B . 0 1 vectores das bases de My e M)

Cuja inversa é

1 0 2 ?
P = 1 1 1
_—1 0 —1_
Matriz diagonalizante de A A )
2 0 0
D= PAP'=10 2 0
_0 0 1_
Observacao:
Se tivessemos escolhido
[ -1 -2 0| 2 0 0]
—1 — _
P 0 L1 entdo D= PAP 1™ 010
I 1 1 0_ _O 0 2




Classificacao de Conicas de R2
Definicao:
Chama-se forma quadratica de R? a toda a aplicacio do tipo

Q : R2 — R
(x.y) +— Ax?+ Bxy + Cy°.

Dizemos que @ é uma forma quadratica diagonal se
Q(x,y) = AxX* + Cy°.

Observacao:
Q(x,y) pode ser escrita na forma matricial da seguinte forma

B

2 X <

C
\Matrlz associada
a forma quadratica Q

Exemplo: (Matriz simétrica)
A matriz associada a forma quadratica
Q: R — R
(x.y) — x*4+3xy —y? &

1 3
M—[ ]
3 -1

Como se diagonaliza uma forma quadratica

Q(x,y) = Ax? + Bxy + Cy? -

Qux.y) = [ x y][’§

Hevera uma base para a qual a forma quadratica admite uma
matriz associada diagonal?



1. Construir a matriz associada a Forma Quadratica

A B
> C
2. Calcular os valores proprios de M
r—A -E
Pu() ‘ A C

— X2~ (A+ )\ + (AC - B,

A=A -C)- E

P

O

Entdo, py(A) = 0 se

A+ CEV(A+CR—MAC+B A+ C+\/(A-(C)*+B?
B 2 - 2 |

A

1°Caso| (A — C)2+ B2 = 0,| ouseja A=C.B=0G

Neste caso M ja é diagonal e nao ha nada a fazer

2°Caso| (A— C)*+ B* >0,

Neste caso M tem dois valores proprios distintos A1 e Az,

U
ma(A) =1, ma(ly) =1

Y
mqg(Ay) =1, mg(hy) =1
U mg(\) +mg(\e) =2 =n

M ¢ diagonalizavel



(i) Calcular uma base para cada subespaco proprio

My, = ((x1,51)). My, = ((x2,)2))
/ Normalizam-se as base\A
X1 Y1 X2 )
foerf foerf x§+y§f X3 + y2
Xl }’1 Xﬁ }’ﬁ

(ii) Construir a matri s vectores proprios (vai originar a matriz
diagonalizante)

J"{1 yE Invertendo esta matriz

U

S  Matriz diagonalizante de M
Observacao:

O Prova-se que S=(S—1)T
© S 'DS =M ouequivalentemente = SMS =

_ A O
com D= 0 M\

Olhando para M como uma matrizda forma M(f : b.c..b.c.)
entao/ v

SMS—= M(idg2;b.c.. B) M(f :b.c..b.c.) M(idg2; B, b.c.),
— 4

Matriz da forma quadratica
D= Qemrelacdao a base

B = {(x{.y1), (x5.3)}



(iti)  Apresentar a Forma Quadratica Diagonal de Q

Q(x',y') = Mx + Agy'

(forma quadratica na base B).

Exemplo:
Pretende-se diagonalizar a forma quadratica Nao diagonal
Q(x,y) = 2xy.
1. A matriz associada a @ é
0 1
M —
2. Os valores proprios de M sao A1 =1, A2 = —1. Entio

a forma quadratica diagonal de Q é
® Q(Xf!yf) _ (Xf)z L (yf)z *

cuja matriz associada &

, [1 0
(Y

® A base naa qual a forma quadratica Q admite a forma * e

Determinam-se os subespacos proprios,

Ml — :(]— 1)1'~ M—l — {.(_1:- 1):

e apos normalizados originam

o) = (&%) )= (-5 %)
Logo ’

10



